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Recenzja rozprawy doktorskiej

mgra Jacka Krajczoka pt.
Modular properties of locally compact quantum groups

Rozprawa doktorska mgra Jacka Krajczoka liczy 134 strony i skªada si¦ z dwóch rozdziaªów
wst¦pnych, czterech rozdziaªów stanowi¡cych zasadnicz¡ tre±¢ pracy oraz dodatku. Dysertacja
jest napisana w j¦zyku angielskim z Wprowadzeniem w polskiej i angielskiej wersji j¦zykowej.
Rozprawa dotyczy wªasno±ci modularnych lokalnie zwartych grup kwantowych, ze szczególnym
uwzgl¦dnieniem rodziny grup typu I. Grupy typu I charakteryzuj¡ si¦ 'dobr¡' teori¡ reprezen-
tacji, o podobnych wªasno±ciach jak zwarte grupy kwantowe.

1. Zawarto±¢ pracy

Dwa pierwsze rozdziaªy zawieraj¡ krótkie ustalenie stosowanych oznacze« oraz wprowadze-
nie do teorii algebr von Neumanna, wag (weights) i teorii zwartych i lokalnie zwartych grup
kwantowych. Doktorant wprowadza wiele obiektów, które s¡ niezb¦dne w dalszej cz¦±ci pracy.
Rodziaª trzeci, pierwszy rozdziaª zawieraj¡cy nowe wyniki, po±wi¦cony jest opisowi wªasno±ci

modularnych lokalnie zwartych grup kwantowych typu I. Dla tej rodziny P. Desmedt (w pracy
doktorskiej [31]1) udowodniª twierdzenie o istnieniu analogu miary Plancherela na przestrzeni
nieprzywiedlnych reprezentacji grupy kwantowejG. Wraz z miar¡ Plancherela otrzymujemy sto-
warzyszone obiekty, w szczególno±ci operatory unitarne QL,QR : L2(G)→

∫ ⊕
Irr(G)

HS(Hπ)dµ(π)

dziaªaj¡ce w caªk¦ prost¡ przestrzeni operatorów Hilberta-Schimdta oraz mierzalne pola ±ci-
±le dodatnich samosprz¦»onych operatorów (Dπ)π∈Irr(G), (Eπ)π∈Irr(G). Pozwalaj¡ one wyrazi¢
praw¡ i lew¡ caªk¦ Haara na G. Doktorant przytacza dowód twierdzenia Desmedta (za prac¡
[31]) oraz udowadnia wynik o pewnej jednoznaczno±ci miary Plancherela (Proposition 3.5).
Wynik ten pozwala w dalszej cz¦±ci pracy stwierdza¢, »e zadane obiekty s¡ faktycznie obiek-
tami z twierdzenia Desmedta. Zasadniczymi wynikami tego rozdziaªu s¡ charakteryzacje za
pomoc¡ operatorów QL, QR, (Dπ)π∈Irr(G), (Eπ)π∈Irr(G) ró»nych obiektów modularnych na G i

Ĝ: sprz¦»e« modularnych Jϕ̂, Jψ̂, grup modularnych (σϕt )t∈R, (σ
ψ
t )t∈R oraz rozkªadu polarnego

operatora T ′ : Λψ(x) 7→ Λϕ(x∗) i elementu modularnego δ̂ na Ĝ. Nast¦pnie, korzystaj¡c z tych
wyników, Doktorant opisuje sie¢ zale»no±ci mi¦dzy takimi wªa±ciwo±ciami jak unimodularno±¢
G lub jej dualnej Ĝ lub ±ladowo±¢ caªek Haara na G. Ten rozdziaª zamyka lista przykªadów:
operatory QL,QR, (Dπ)π∈Irr(G), (Eπ)π∈Irr(G) s¡ konkretnie wyznaczone dla zwartych grup kwan-

towych, dla klasycznych (second-countable) lokalnie zwartych group kwantowych, dla ŜUq(2)
oraz dla kwantowej grupy az + b.
Wyniki tego rozdziaªu pochodz¡ z pracy [49] (opublikowanej w Journal of Operator The-

ory) oraz [50] (Dissertationes Mathematicae). Dowody wymagaj¡ subtelnych i technicznych
rozumowa« na algebrach von Neumanna i caªkach prostych przestrzeni Hilberta oraz biegªego
posªugiwania si¦ ró»nymi operatorami modularnymi. Bardzo cenne s¡ opisane tutaj konkretne

1Odno±niki zgodne z rozpraw¡ doktorsk¡
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przykªady. Jako pewien mankament wskazaªabym pojawienie si¦ operatorów D,E,QR,QL dla
poszczególnych przykªadów bez jakichkolwiek wskazówek, sk¡d pochodz¡ pomysªy na nie.

Rozdziaª czwarty rozprawy doktorskiej po±wi¦cony jest odpowiedzi na pytanie: czy kwantowy
dysk jest grup¡ kwantow¡? Kwantowy dysk (uniwersalna algebra C∗ z jedynk¡, generowana
przez element s speªniaj¡cy równanie ss∗ − qs∗s = (1 − q)1) to stosunkowo prosty przykªad
przestrzeni nieprzemiennej, cz¦sto traktowany jako poligon do±wiadczalny do badania ró»nych
ogólnych koncepcji nieprzemiennej matematyki. Pytanie o jego potencjaln¡ struktur¦ grupy
kwantowej byªo wi¦c naturalne. Doktorant pokazuje w rozprawie, »e badany obiekt nie jest
grup¡ kwantow¡. W tym celu najpierw wyprowadza wniosek, »e ewentualna struktura grupowa
G musi by¢ typu Kaca, a nast¦pnie korzystaj¡c z wyników z poprzedniego rozdziaªu wykazuje
wªasno±¢ przeciwn¡.
Wyniki zawarte w tym rozdziale zostaªy opublikowane w pracy [51]. S¡ ciekawe i dobrze

umotywowane. Dowody wymagaj¡ pomysªowo±ci i du»ej biegªo±ci. Warto zwróci¢ uwag¦, »e
problem istnienia struktury grupowej na kwantowym dysku byª ju» wcze±niej atakowany przez
Promotora doktoratu (P. Soªtan, When is a quantum space not a group?, BCP 91, 2010), gdzie
zostaªa sformuªowana poprawna hipoteza oraz pewna sugestia kierunku poszukiwania dowodu.
Doktorant nie pod¡»yª t¡ drog¡, tylko zaproponowaª zupeªnie inne rozwi¡zanie.
W mojej ocenie zªo»ono±¢ rozumowa« przedstawionych w rozdziale 3 i 4 sprawia, »e wyniki

te mogªyby stanowi¢ samodzieln¡ rozpraw¦ doktorsk¡.

W rozdziale pi¡tym Doktorant bada, czy algebra von Neumanna CG = {χα : α ∈ Irr(G)}′′
generowana przez charaktery danej zwartej grupy kwantowejG jest maksymaln¡ abelow¡ podal-
gebr¡ (MASA) w L∞(G). Freslon i Vergnioux pokazali, »e tak jest dla grupy O+

N , ale przypadek
O+
F dla F 6= I pozostawaª otwarty. W rozprawie zostaªo pokazane mi¦dzy innymi, »e:

(1) algebra CSUq(2) nie jest MASA w L∞(SUq(2)), ale jest MASA w L∞(SUq(2))τ ;
(2) algebry CG dla G = O+

F (F 6= I) oraz GA = GAut(B,ψ), gdy GA nie jest typu Kaca, nie
s¡ MASA;

(3) algebry CU+
F
nie s¡ MASA, gdy dim(U)

dimq(U)
≤ 1

15
(U oznacza fundamentaln¡ reprezentacj¦

grupy G = U+
F ).

Dowody faktu (1) opieraj¡ si¦ na opisaniu algebr L∞(SUq(2)), CSUq(2) oraz C ′SUq(2)
∩L∞(SUq(2))

za pomoc¡ j¦zyka caªek prostych przestrzeni Hilberta, z wykorzystaniem operatora QL z Ro-
dziaªu 3.
W dowodach wªasno±ci (2) i (3) zasadnicz¡ rol¦ odgrywa Twierdzenie 5.9: sumowalno±¢ sze-

regu
∑

α∈Irr(G)

( dim(α)

dimq(α)

) 1
2 implikuje, »e zawieranie CG ⊂ L∞(G) jest quasi-splitem. Natomiast w

Twierdzeniu 5.12 Doktorant udowadnia, »e quasi-split CG ⊂ L∞(G) przy dodatkowym zaªo»eniu
o nietrywialno±ci funkcjonaªów Woronowicza na G implikuje, »e CG nie jest MASA. Zastoso-
wanie tych twierdze« do wyników (2) i (3) wymaga znalezienia odpowiednich oszacowa« na

warto±ci dim(α)
dimq(α)

dla α ∈ Irr(G). Zwªaszcza w przypadku (3) Doktorant wykazuje si¦ du»¡ wy-

trwaªo±ci¡ i pomysªowo±ci¡, aby osi¡gn¡¢ ten cel. Wybran¡ w pracy staª¡ 1
15
mo»na na bazie tych

samych rachunków poprawi¢ do 0.07 (dla t ∈ (0, 0.07) mamy
√

2t(
√

3
2
+
√

5
2
f(h(t))) < 0.49993).

Prezentowane w tym rozdziale wyniki stanowi¡ tre±¢ pracy [52], na razie dost¦pnej tylko w
bazie arXiv. Opisywane rezultaty stanowi¡ naturaln¡ kontynuacj¦ bada« prowadonych przez
innych matematyków. S¡ one bardzo ciekawe i pomysªowe, a jednocze±nie wymagaj¡ powi¡zania
ze sob¡ bardzo ró»nych obiektów matematycznych. Wyniki te s¡ w du»ej mierze niezale»ne od
wcze±niejszych cz¦±ci rozprawy (tylko w cz¦±ci dotycz¡cej grupy SUq(2) Doktorant korzysta z



wyników Rozdziaªu 3), ale wskazuj¡, »e modularne wªasno±ci rozpatrywanych grup kwantowych
maj¡ istotny wpªyw na charakter algebry CG.

Ostatni rozdziaª rozprawy po±wi¦cony jest badaniom zale»no±ci mi¦dzy ±redniowalno±ci¡ dys-
kretnych grup kwantowych i wªasno±ciami typu nuklearno±¢/injektywno±¢ algebr operatoro-
wych ich grup dualnych. Bedos i Tuset pokazali, »e dla ±redniowalnych (amenable) lokalnie

zwartych grup kwantowych algebra C∗ C0(Ĝ) jest nuklearna, a algebra von Neumanna L∞(Ĝ)
jest injektywna. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa nawet dla grup klasycznych. Dok-
torant w swojej rozprawie zastanawia si¦, do jakiego stopnia mo»na wspomnian¡ implikacj¦
odwróci¢. Znajduje warunek wzmacniaj¡cy wªasno±¢ w*-CPAP algebry L∞(Ĝ), który okazuje
si¦ równowa»ny ±redniowalno±ci grupy G. Udowadnia te», »e do ±redniowalno±ci G wystarcza
nuklearno±¢ C0(Ĝ), o ile na C0(Ĝ) istnieje stan ±ladowy. W dowodzie tej ostatniej wªasno-

±ci wykorzystane zostaªo sprytne rozumowanie dotycz¡ce ilorazu Kaca grupy Ĝ, maksymalnej
podalgebry typu Kaca zawartej w Ĝ.
Rezultaty zawarte w tym rozdziale nie zostaªy jeszcze opublikowane. Wydaje si¦, »e cenne

byªoby znalezienie dla opisanych wyników konkretnych przykªadów. Mimo tego uwa»am, »e
wyniki s¡ ciekawe.

2. Ocena rozprawy

Struktura rozprawy jest czytelna i naturalna (rozdziaªy odpowiadaj¡ poszczególnym wyni-
kom). J¦zyk pracy jest w mojej ocenie poprawny, typowy dla publikacji matematycznych.
Praca jest napisana do±¢ starannie i zawiera niewiele tzw. literówek.
Pewne zastrze»enia mam natomiast do cz¦±ci edytorskiej rozprawy.

(1) W pracy brakuje wyja±nienia niektórych symboli (np. Irr(G), HS(H), L∞(G)σ), a
niektóre pojawiaj¡ si¦ troch¦ za pó¹no (np. de�nicja χU pojawia si¦ str. 91, l.13 zamiast
w De�nition 5.1). Zreszt¡ ze wzgl¦du na mnogo±¢ badanych obiektów bardzo przydaªby
si¦ w rozprawie osobny spis oznacze« (cho¢ trzeba podkre±li¢, »e nie jest to standard
wymagany w rozprawach doktorskich z matematyki).

(2) W dowodach znajduj¡ si¦ liczne stwierdzenia pozostawione bez uzasadnie«. Na przy-
kªad:
• str.76, l.12: "‖qtt∗+ (1− q)1‖ = q‖tt∗‖+ (1− q)"(fakt, »e mamy tu równo±¢, a nie
tylko ≤, jest kluczowym elementem dowodu Lemma 4.1);
• str.80, l.1: "the operator 1− SS∗ (...) is annihilated by any tracial state",
• str.89, l.-2: "In particular, B is not MASA";
• str.93, l.16: "the condition C ′G ∩ L∞(G) ⊂ CG implies that Z(L∞(G)) ⊂ CG"

O ile taki styl jest norm¡ w publikacjach naukowych, o tyle � wedªug mnie � rozprawa
doktorska powinna uzupeªnia¢ szczegóªy w tego typu rozumowaniach. Cz¦sto zreszt¡
uzasadnienia byªyby bardzo krótkie i (dla specjalistów) do±¢ standardowe, ale znacz¡co
uªatwiªyby czytanie pracy i potwierdzaªy biegªo±¢ Doktoranta w tematyce rozprawy.

(3) Zalet¡ pracy s¡ cytowania zawieraj¡ce odsyªacze do konkretnych twierdze« lub rozdzia-
ªów artykuªów lub ksi¡»ek � znacz¡co uªatwia to odnalezienie wªa±ciwego rezultatu.
Natomiast w mojej ocenie referencje do wielu rezultatów z literatury s¡ zbyt zdawkowe.
Przykªad 1: kluczowy argument prowadz¡cy do sprzecznosci w hipotezie, »e kwan-

towy dysk nie ma struktury grupy kwantowej, przedstawiony jest w postaci odsyªacza
do "uwagi po Przykªadzie"w pracy [64]. Bez odnalezienia tej pracy czytelnik nie jest
w stanie zorientowa¢ si¦, o co chodzi. Tymaczasem przytoczenie rozumowania przed-
stawionego przez Neshveyeva i Tuseta zaj¦ªoby zaledwie kilka linijek. W wielu innych



miejscach rozprawy krótkie opisanie wyniku, z którego korzysta Doktorant, zamiast
samego odsyªacza bardzo uªatwiªoby lektur¦ pracy.
Przykªad 2: Uzasadnienie, »e "uγ, α(x) ∈ ”C(H) dla γ ∈ Q, x ∈ C(G)"polega na

stwierdzeniu "Indeed, it is a consequence of [95, Theorem 3.7]."(str.98, l.8-9) Bez od-
nalezienia pracy Wanga trudno domy±li¢ si¦, sk¡d wynika ten wniosek. Warto zreszt¡
doda¢, »e cytowane twierdzenie 3.7 dotyczy "discrete Woronowicz Hopf C∗-dynamical
system" i wyja±nienie, dlaczego ma ono tutaj zastosowanie to kolejna rzecz, która po-
winna by¢ wyja±niona w rozprawie (patrz punkt powy»ej).

(4) Ponadto zauwa»yªam nast¦puj¡ce usterki:
• Operator QR,0 na stronie 43 jest oznaczany Q0

R na stronie 37, gdzie i tak nieªatwo
go znale¹¢ (odpowiedni odno±nik na stronie 43 byªby bardzo pomocny).
• Na str.88, l.-1: zamiast Lemma 7.8 powinno by¢ do Lemma 7.9.
• Równanie na str.91,l.11 (σhz ⊗ 1U = ...)) jest niepoprawne � pomieszano dwie kon-
wencje zapisu reprezentacji U .
• Na str. 93 cytowane jest Corollary 2.10.13 z pracy [78] � nie znalazªam takiego
wniosku w [78].
• Powoªanie si¦ na wzór ze str.18, l.10 (a nie tylko na (5.5) i (5.6)) znacz¡co uªatwiªoby
prze±ledzenie przeksztaªce« na str.98, l.2 i 4.
• Corollary 5.22 i 5.26 s¡ sformuªowane niedbale. W obu wnioskach brak informacji,
jakich grup kwantowych dotycz¡. Np. wniosek 5.26 powinien zaczyna¢ si¦ �Niech
U+
F b¦dzie takie, »e dim(α)

dimq(α)
< 1

15
, gdzie α oznacza...�. Swoj¡ drog¡, czy dim(α)

dimq(α)
nie

daªoby si¦ napisa¢ w terminach macierzy F?

Pomimo wspomnianych usterek utrudniaj¡cych lektur¦ dysertacji, stron¦ formaln¡ rozprawy
oceniam pozytywnie.

Konkluzja

Podsumowuj¡c, wyniki przedstawione w rozprawie uwa»am za oryginalne, wa»ne i ciekawe.
Pytania stawiane w pracy s¡ dobrze umotywowane, a ich rozwi¡zania � zªo»one i pomysªowe.
Dowody wymagaj¡ u»ycia zró»nicowanych technik i rozumowa«, ale wskazuj¡ tak»e na dobr¡
znajomo±¢ literatury, z uwzgl¦dnieniem prac bardzo niedawnych.
Uwa»am, »e przedªo»ona rozprawa speªnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane roz-

prawom doktorskim z matematyki. Dlatego te» wnosz¦ o dopuszczenie mgra Jacka Krajczoka
do dalszych etapów przewodu doktorskiego. Ze wzgl¦du na istotno±¢ uzyskanych rezultatów
wnosz¦ te» o uznanie rozprawy za wyró»niaj¡c¡.


