Wroclaw, 26 maja 2022

dr hab. Anna Wysoczanska-Kula
Instytut Matematyczny
Uniwersytet Wroctawski

Recenzja rozprawy doktorskiej

mgra Jacka Krajczoka pt.
Modular properties of locally compact quantum groups

Rozprawa doktorska mgra Jacka Krajczoka liczy 134 strony i sktada sie z dwoch rozdziatow
wstepnych, czterech rozdzialow stanowiacych zasadniczg tres¢ pracy oraz dodatku. Dysertacja
jest napisana w jezyku angielskim z Wprowadzeniem w polskiej i angielskiej wersji jezykowej.
Rozprawa dotyczy wtasnosci modularnych lokalnie zwartych grup kwantowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem rodziny grup typu I. Grupy typu I charakteryzuja sie ’dobra’ teoria reprezen-
tacji, o podobnych wtasnosciach jak zwarte grupy kwantowe.

1. ZAWARTOSC PRACY

Dwa pierwsze rozdzialy zawieraja krotkie ustalenie stosowanych oznaczen oraz wprowadze-
nie do teorii algebr von Neumanna, wag (weights) i teorii zwartych i lokalnie zwartych grup
kwantowych. Doktorant wprowadza wiele obiektow, ktore sa niezbedne w dalszej czeSci pracy.

Rodzial trzeci, pierwszy rozdzial zawierajacy nowe wyniki, po§wiecony jest opisowi wlasnosci
modularnych lokalnie zwartych grup kwantowych typu I. Dla tej rodziny P. Desmedt (w pracy
doktorskiej [31]') udowodnil twierdzenie o istnieniu analogu miary Plancherela na przestrzeni
nieprzywiedlnych reprezentacji grupy kwantowej G. Wraz z miara Plancherela otrzymujemy sto-
warzyszone obiekty, w szczegdlnosci operatory unitarne Qy, Qg : L*(G) — fé’i(G) HS(H, )du(r)
dzialajace w catke prostg przestrzeni operatoréw Hilberta-Schimdta oraz mierzalne pola $ci-
Sle dodatnich samosprzezonych operatoréw (Dy)xcir(@)s (Er)remre). Pozwalaja one wyrazi¢
prawa i lewa catke Haara na G. Doktorant przytacza dowod twierdzenia Desmedta (za praca
[31]) oraz udowadnia wynik o pewnej jednoznacznosci miary Plancherela (Proposition 3.5).
Wynik ten pozwala w dalszej czesci pracy stwierdzaé, ze zadane obiekty s faktycznie obiek-
tami 7z twierdzenia Desmedta. Zasadniczymi wynikami tego rozdzialu sa charakteryzacje za
pomocy operatorow Qr, Qr, (Dr)rene(@), (Ex)renr@) roznych obiektow modularnych na G i

G: sprzezen modularnych Jg, Jg, grup modularnych (of)ser, (67)1er oraz rozktadu polarnego

operatora 1" : Ay(z) — Ay(2*) i elementu modularnego 6 na G. Nastepnie, korzystajac z tych
wynikéw, Doktorant opisuje sie¢ zaleznosci miedzy takimi wlasciwosciami jak unimodularnosé
G lub jej dualnej G lub sladowosé calek Haara na G. Ten rozdzial zamyka lista przyktadow:
operatory Qr, Qr, (Dx)retr(@), (Ex)remr(c) 53 konkretnie wyznaczone dla zwartych grup kwan-

—

towych, dla klasycznych (second-countable) lokalnie zwartych group kwantowych, dla SU,(2)
oraz dla kwantowe]j grupy az -+ b.

Wyniki tego rozdzialu pochodza z pracy [49] (opublikowanej w Journal of Operator The-
ory) oraz [50| (Dissertationes Mathematicae). Dowody wymagaja subtelnych i technicznych
rozumowan na algebrach von Neumanna i catkach prostych przestrzeni Hilberta oraz biegtego
postugiwania sie roznymi operatorami modularnymi. Bardzo cenne sg opisane tutaj konkretne

1Odnosniki zgodne z rozprawa doktorska



przyktady. Jako pewien mankament wskazatabym pojawienie sie operatoréw D, E, Qr, Q; dla
poszczegblnych przyktadow bez jakichkolwiek wskazowek, skad pochodza pomysty na nie.

Rozdziat czwarty rozprawy doktorskiej po$wiecony jest odpowiedzi na pytanie: czy kwantowy
dysk jest grupa kwantowa? Kwantowy dysk (uniwersalna algebra C* z jedynka, generowana
przez element s spelniajacy réwnanie ss* — gs*s = (1 — ¢)1) to stosunkowo prosty przyktad
przestrzeni nieprzemiennej, czesto traktowany jako poligon doswiadczalny do badania réznych
og6lnych koncepcji nieprzemiennej matematyki. Pytanie o jego potencjalng strukture grupy
kwantowej bylo wiec naturalne. Doktorant pokazuje w rozprawie, ze badany obiekt nie jest
grupa kwantowa. W tym celu najpierw wyprowadza wniosek, ze ewentualna struktura grupowa
G musi by¢ typu Kaca, a nastepnie korzystajac z wynikéw z poprzedniego rozdziatu wykazuje
wlasno$¢ przeciwna.

Wyniki zawarte w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [51]. Sa ciekawe i dobrze
umotywowane. Dowody wymagaja pomystowosci i duzej biegtosci. Warto zwréci¢ uwage, ze
problem istnienia struktury grupowej na kwantowym dysku byl juz wczesniej atakowany przez
Promotora doktoratu (P. Sottan, When is a quantum space not a group?, BCP 91, 2010), gdzie
zostalta sformutowana poprawna hipoteza oraz pewna sugestia kierunku poszukiwania dowodu.
Doktorant nie podazyt ta droga, tylko zaproponowal zupelnie inne rozwigzanie.

W mojej ocenie ztozonosé rozumowan przedstawionych w rozdziale 3 i 4 sprawia, ze wyniki
te moglyby stanowi¢ samodzielng rozprawe doktorska.

W rozdziale piatym Doktorant bada, czy algebra von Neumanna Cg = {xa: a € Irr(G)}”
generowana przez charaktery danej zwartej grupy kwantowej G jest maksymalna abelowa podal-
gebra (MASA) w L>°(G). Freslon i Vergnioux pokazali, ze tak jest dla grupy O}, ale przypadek
Of dla F # I pozostawal otwarty. W rozprawie zostalo pokazane miedzy innymi, ze:

(1) algebra Cgy, 2y nie jest MASA w L>(SU4(2)), ale jest MASA w L*(SU,(2))7;
(2) algebry Cg dla G = OF, (F # I) oraz G4 = Gaw(B, 1), gdy G4 nie jest typu Kaca, nie
sa MASA;

(3) algebry Cy+ nie sg MASA, gdy (ﬁirg;((UU)) < & (U oznacza fundamentalng reprezentacje

grupy G = Ujf).

Dowody faktu (1) opieraja sie na opisaniu algebr L>(SUy(2)), Csu,(2) 0raz Cgpy (o) N L>(SUy(2))
za pomocy jezyka caltek prostych przestrzeni Hilberta, z wykorzystaniem operatora Qp z Ro-
dziatu 3.

W dowodach wlasnosci (2) i (3) zasadnicza role odgrywa Twierdzenie 5.9: sumowalnos¢ sze-

dim(a) |1 . o . . ) . .
regu Z (ﬁ) 2 implikuje, ze zawieranie Cg C L*™°(G) jest quasi-splitem. Natomiast w
im
aclr(G) a
Twierdzeniu 5.12 Doktorant udowadnia, ze quasi-split Cg C L>°(G) przy dodatkowym zaltozeniu
o nietrywialnosci funkcjonalow Woronowicza na G implikuje, ze Cg nie jest MASA. Zastoso-
wanie tych twierdzen do wynikow (2) i (3) wymaga znalezienia odpowiednich oszacowan na

dimlo) 41 o € Irr(G). Zwlaszeza w przypadku (3) Doktorant wykazuje sie duza wy-

dimg (a)

wartosci

trwalodcia i pomystowoscia, aby osiagnac ten cel. Wybrang w pracy stalg 1—15 mozna na bazie tych

samych rachunkow poprawi¢ do 0.07 (dla ¢t € (0,0.07) mamy \/Z_t(\/g—l— \/gf(h(t))) < 0.49993).

Prezentowane w tym rozdziale wyniki stanowia tre$¢ pracy [52], na razie dostepnej tylko w
bazie arXiv. Opisywane rezultaty stanowia naturalng kontynuacje badan prowadonych przez
innych matematykow. Sa one bardzo ciekawe i pomystowe, a jednocze$nie wymagaja powiazania
ze sobg bardzo réznych obiektéw matematycznych. Wyniki te sa w duzej mierze niezalezne od
wezesniejszych czesci rozprawy (tylko w czesci dotyczacej grupy SU,(2) Doktorant korzysta z



wynikow Rozdziatu 3), ale wskazuja, ze modularne wlasnosci rozpatrywanych grup kwantowych
maja istotny wplyw na charakter algebry Cg.

Ostatni rozdzial rozprawy poswiecony jest badaniom zaleznosci miedzy sredniowalnoscia dys-
kretnych grup kwantowych i wlasnosciami typu nuklearnosé/injektywnosé algebr operatoro-
wych ich grup dualnych. Bedos i Tuset pokazali, ze dla $redniowalnych (amenable) lokalnie
zwartych grup kwantowych algebra C* C’O(G) jest nuklearna, a algebra von Neumanna LOO(G)
jest injektywna. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa nawet dla grup klasycznych. Dok-
torant w swojej rozprawie zastanawia si¢, do jakiego stopnia mozna wspomniang implikacje
odwroci¢. Znajduje warunek wzmacniajacy wlasnosé w*-CPAP algebry LOO(@), ktory okazuje
sie rownowazny Sredniowalnosci grupy G. Udowadnia tez, ze do sredniowalnosci G wystarcza
nuklearnosé Cy(G), o ile na Cy(G) istnieje stan sladowy. W dowodzie tej ostatniej wlasno-
Sci wykorzystane zostato sprytne rozumowanie dotyczace ilorazu Kaca grupy G, maksymalne;j
podalgebry typu Kaca zawartej w G.

Rezultaty zawarte w tym rozdziale nie zostaly jeszcze opublikowane. Wydaje sie, ze cenne
bytoby znalezienie dla opisanych wynikéow konkretnych przyktadéw. Mimo tego uwazam, ze

wyniki sg ciekawe.

2. OCENA ROZPRAWY

Struktura rozprawy jest czytelna i naturalna (rozdzialy odpowiadaja poszczegdlnym wyni-
kom). Jezyk pracy jest w mojej ocenie poprawny, typowy dla publikacji matematycznych.
Praca jest napisana do$¢ starannie i zawiera niewiele tzw. literowek.

Pewne zastrzezenia mam natomiast do czesci edytorskiej rozprawy.

(1) W pracy brakuje wyjasnienia niektorych symboli (np. Irr(G), HS(H), L*(G)?), a
niektore pojawiaja sie troche za pézno (np. definicja yy pojawia sie str. 91, 1.13 zamiast
w Definition 5.1). Zreszta ze wzgledu na mnogos¢ badanych obiektow bardzo przydatby
sie w rozprawie osobny spis oznaczen (cho¢ trzeba podkresli¢, ze nie jest to standard
wymagany w rozprawach doktorskich z matematyki).
(2) W dowodach znajduja sie liczne stwierdzenia pozostawione bez uzasadnien. Na przy-
ktad:
o str.76, 1.12: "||gtt* + (1 — ¢)1]| = q||tt*]| + (1 — q)"(fakt, ze mamy tu réwnos¢, a nie
tylko <, jest kluczowym elementem dowodu Lemma 4.1);
e str.80, 1.1: "the operator 1 — SS* (...) is annihilated by any tracial state",
e str.89, 1.-2: "In particular, B is not MASA";
e st1.93, 1.16: "the condition C; N L>°(G) C Cg implies that Z(L>*(G)) C Cg"
O ile taki styl jest norma w publikacjach naukowych, o tyle — wedlug mnie — rozprawa
doktorska powinna uzupeliaé¢ szczegdly w tego typu rozumowaniach. Czesto zreszta
uzasadnienia bylyby bardzo krotkie i (dla specjalistow) dosé standardowe, ale znaczaco
utatwityby czytanie pracy i potwierdzaty biegto$¢ Doktoranta w tematyce rozprawy.
(3) Zaleta pracy sa cytowania zawierajace odsylacze do konkretnych twierdzen lub rozdzia-
tow artykutow lub ksiazek — znaczaco utatwia to odnalezienie wlasciwego rezultatu.
Natomiast w mojej ocenie referencje do wielu rezultatéw z literatury sa zbyt zdawkowe.
Przyktad 1: kluczowy argument prowadzacy do sprzecznosci w hipotezie, ze kwan-
towy dysk nie ma struktury grupy kwantowej, przedstawiony jest w postaci odsylacza
do "uwagi po Przykladzie"w pracy [64]. Bez odnalezienia tej pracy czytelnik nie jest
w stanie zorientowaé sie, o co chodzi. Tymaczasem przytoczenie rozumowania przed-
stawionego przez Neshveyeva i Tuseta zajetoby zaledwie kilka linijek. W wielu innych



miejscach rozprawy kréotkie opisanie wyniku, z ktorego korzysta Doktorant, zamiast
samego odsytacza bardzo utatwiloby lekture pracy.

Przyktad 2: Uzasadnienie, ze "u.,a(x) € "C(H) dla v € Q,z € C(G)"polega na
stwierdzeniu "Indeed, it is a consequence of [95, Theorem 3.7|."(str.98, 1.8-9) Bez od-
nalezienia pracy Wanga trudno domysli¢ sie, skad wynika ten wniosek. Warto zreszta
dodaé, ze cytowane twierdzenie 3.7 dotyczy "discrete Woronowicz Hopf C*-dynamical
system" i wyjasnienie, dlaczego ma ono tutaj zastosowanie to kolejna rzecz, ktéra po-
winna by¢ wyjasniona w rozprawie (patrz punkt powyzej).

(4) Ponadto zauwazylam nastepujace usterki:

e Operator Qg na stronie 43 jest oznaczany QY% na stronie 37, gdzie i tak nielatwo

go znalez¢ (odpowiedni odnosnik na stronie 43 bytby bardzo pomocny).

Na str.88, 1.-1: zamiast Lemma 7.8 powinno by¢ do Lemma 7.9.

Rownanie na str.91,1.11 (0" @ 1y = ...)) jest niepoprawne — pomieszano dwie kon-

wencje zapisu reprezentacji U.

Na str. 93 cytowane jest Corollary 2.10.13 z pracy [78] — nie znalazlam takiego

wniosku w [78].

Powolanie si¢ na wzor ze str.18, 1.10 (a nie tylko na (5.5) i (5.6)) znaczaco utatwitoby

przesledzenie przeksztalcen na str.98, 1.2 1 4.

e Corollary 5.22 1 5.26 sg sformulowane niedbale. W obu wnioskach brak informacji,
jakich grup kwantowych dotycza. Np. wniosek 5.26 powinien zaczynaé sie "Niech
U;f bedzie takie, ze ;iﬁ]((aa)) < 1—15, gdzie a oznacza...”. Swoja drogg, czy (ﬁi((a;) nie
datoby sie napisa¢ w terminach macierzy F?

Pomimo wspomnianych usterek utrudniajacych lekture dysertacji, strone formalng rozprawy
oceniam pozytywnie.

KoNKLUZJIA

Podsumowujac, wyniki przedstawione w rozprawie uwazam za oryginalne, wazne i ciekawe.
Pytania stawiane w pracy sa dobrze umotywowane, a ich rozwigzania — zlozone i pomystowe.
Dowody wymagaja uzycia zréznicowanych technik i rozumowarn, ale wskazuja takze na dobra
znajomosé literatury, z uwzglednieniem prac bardzo niedawnych.

Uwazam, ze przedlozona rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane roz-
prawom doktorskim z matematyki. Dlatego tez wnosze o dopuszczenie mgra Jacka Krajczoka
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Ze wzgledu na istotno$¢ uzyskanych rezultatow
wnosze tez o uznanie rozprawy za wyrdzniajaca.
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