Szeregi Fouriera

Grzegorz Lysik
1. Motywacja szeregéw Fouriera, r6wnanie ciepta.

Rozwazmy problem rozchodzenia si¢ ciepta w precie o dlugosci [. Temperatura preta
w punkcie z i w chwili ¢ spelnia réwnanie

ou 0%u

Ponadto, dany jest rozktad temperatury w chwili ¢ = 0
(2) u(0,x) = f(x), 0<z<lI

oraz konce preta maja zerowa temperature (fizycznie oznacza to, ze sa one zanurzone w
topniejacym $niegu)

(3) u(t,0) = u(t,l) =0, t > 0.

Zauwazmy, ze aby warunek (2) byl zgodny z (3) trzeba zalozy¢, ze f(0) = f(I) = 0. W celu
rozwiazania powyzszego zagadnienia zastosujemy pochodzaca od Fouriera metode rozdzie-
lania zmiennych. Mianowicie szukamy rozwiazania w postaci iloczynu funkcji zmiennej ¢ i
funkcji zmiennej x

(4) u(t,z) = F(t) - G(x).

Wstawiajac (4) do (1) dostajemy

lub
F'(t) _ G"(x)

Fi)  Gz)
Poniewaz po lewej stronie ostatniego réwnania wystepuje funkcja zalezna tylko od zmiennej

t, natomiast po prawej funkcja zalezna tylko od = wigc obie te funkcje muszg byé réowne
pewnej statej A. Czyli zachodzi

N G//(m)
i) T Gl

(5)
Drugie z powyzszych réwnan mozna zapisa¢ w postaci
G"(z) — A\G(z) = 0.
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Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne, ktérego rozwiazaniem ogdlnym jest

aeVAT 4 pe= Ve jedli A > 0,
(6) G(x) = § acosvV—Xx +bsiny—Xz jedli A <0,
a+ bx jesli A = 0.

Lecz funkcja u(t, x) spelnia warunek brzegowy (3). Zatem musi zachodzié¢

Stad dostajemy

w22
a=b=0 jesli A>0 lb Ag{-"5, keN})
21.2
a=0, b — dowolne, jesli A:—”lf, keN.

Wowcezas dla \ = —#, k € N mamy
k
G(x) = by sin 7TT:z:

przy czym by jest dowolng stalg rzeczywista. Powracamy teraz do pierwszego réwnania
w2k

réwnania w (5), ktére przy zalozeniu, ze A = —"z~, k € N, mozna zapisa¢ w postaci
2.2
mk
F'(t) = — T F(t), keN.
Jego rozwiazaniem jest
m2k?

F(t)= eXp{—l—2 -t}

Zatem dla kazdego k € N dostaliémy rozwiazanie réwnania (1) spelniajace warunek (3) w

postaci
n2k? 0 s ok
- sin —u.
12 [

Poniewaz réwnanie (1) jest liniowe wiec suma tych rozwiazan

ug(t,x) = by exp{—

7k

= m2k?
(7) u(t,x) = kz_l by, exp{—l—zt} - sin i

jest tez rozwiagzaniem (1), o ile powyzszy szereg jest zbiezny. Musimy jeszcze uwzglednié
warunek poczatkowy (2). Wstawiajac w (7) ¢ = 0 dostajemy



Zatem (6) jest rozwiazaniem problemu (1)+(2)+(3) o ile wspotczynniki by, k € N spelniaja
rownosc

(8) Zbk sin WTkm = f(z).
k=1

Rownosé ta oznacza, ze funkcja f wyraza sie poprzez szereg sinusow. Jesli warunek (3)
zastapimy warunkiem

(3" Uy (£,0) = uy(¢,1) =0

to dla rozwiazania problemu (1)4(2)+(3’) dostaniemy réwnosc¢

oo

(8) > " ay cos WTkw = f(z),

k=0

ktora oznacza, ze funkcja f wyraza sie poprzez szereg cosinuséow.
Ostatecznie, jesli zamiast warunku (3) zazadamy, aby oba konce preta mialy taka sama
temperature (fizycznie mozna, to osiagnaé taczac konce preta) czyli, ze zachodzi

(3") u(t,0) = u(t,l)

to dla rozwiazania problemu (1)+(2)+(3"”) dostaniemy réwnosé

oo

(8") Z (ak cos WTkx—l—bk sin WTkx> = f(z).

k=0

Powyzszy szereg nazywamy szeregiem Fouriera funkcji f.

Zatem, aby rozwiaza¢ problem propagacji ciepta w precie, musimy zbadaé¢ czy dana
funkcja f okreslona na przedziale (0,1) moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu sinuséw
(8), cosinuséw (8') lub w postaci szeregu Fouriera (8”). Zauwazmy, ze szeregi sinuséw i
cosinusoéw sa szczegdlnymi przypadkami szeregu Fouriera.

2. Szeregi Fouriera.
Szeregi Fouriera sa podstawowym narzedziem stuzacym do badania funkcji okreso-

wych, ktére z kolei wystepuja jako rozwigzania wielu probleméw fizyki matematycznej.

Definicja. Niech f : R — R lub f : R — C. Mowimy, ze funkcja f jest okresowa o
okresie p > 0 jesli
flz+p) = f(x) dla  zeR

Latwo zauwazy¢, ze jesli p jest okresem funkcji okresowej f, to kp,k € N jest tez jej
okresem.



Definicja. Okresem podstawowym funkcji okresowej nazywamy najmniejszy dodatni
okres danej funkcji o ile on istnieje.

Przyktad 1. Funkcja
|1 dlazeQ,
J(@) = {0 dlaz ¢ Q

nie ma okresu podstawowego.

Lemat 1. Jesli f jest funkcjg ciggleg na pewnym przedziale, okresowq, nie réwng
tozsamosciowo stalej, to jej okres podstawowy istnieje.

Dowéd. Niech {p; > ps > ... > p, > ...} bedzie nierosnacym ciagiem okreséw funkc;ji
f. Wykazemy, ze istnieje n € N takie, ze p, = p,, dla m > n. Zalézmy, ze tak nie jest.
Wéweczas, przechodzac ewentualnie do podciagu, mozemy zalozy¢, ze {p,}, cN Jest scisle
malejacym ciagiem okreséw tzn. {p; > ps > ... > p, > ...}. Zauwazmy, ze jesli p,q sa
okresami funkcji f przy czym p > q, to p — q tez jest jej okresem. Istotnie

fle+p—q) =flr+p—q+q = flx+p) = f(x) dla zeR.

Zatem poniewaz istnieje granica
lim p, =q >0
n—oo

funkcja f ma okresy dowolnie mate. Niech x nalezy do przedziatu I, na ktérym f jest ciggta.
Wéwezas f(z) = f(xn) dla pewnego ciagu {z,}, .N gestego w przedziale I. Poniewaz f
jest ciagla na I, wiec jest ona stata na I. Wynika stad, ze f jest tozsamosciowo stata na
R, co jest sprzeczne z zalozeniem. 5.

W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze rozpatrywane funkcje maja okres 27. Nie
zmniejsza to ogélnodci rozwazan, gdyz jesli funkcja g ma okres p,p > 0, to f(z) = g(&3)
ma okres 27 i na odwrdt. Istotnie

fle+2m) = g(o-(a+2m) = g(5- +p) = 9(5-) = f(@).

Zauwazmy, ze funkcje okresowe o okresie 2m mozna traktowaé jako funkcje okreslone na
okregu S'. Podstawowymi przyktadami funkcji okresowych o okresie 27 sg funkcje trygo-
nometryczne.

Definicja. Uktadem trygonometrycznym nazywamy zbior funkcji

{sin nx, cos n:c}neNO = {1,sinz, cos x, sin 2z, cos 2z, ... }.

Lemat 2. Ukiad trygonometryczny spetnia warunk: ortogonalnosci

(a) / cos nxdr = / sinnzdr = 0, n € N;
(b) / sin nx cos mxdx = 0, n,m € N;



(c) / sinnxsinmxdm:{o jesli—n 7 m, n,m € N;

o ™ jesli n=m,

71' 0 jesli n#m,

(d) / cos nx cos mxdr = { m  jesli m=m#0, n,m € Np;
- 2 gjesli m=m =20,

Dowdéd. Wzér (a) jest oczywisty, natomiast wzory (b), (¢) i (d) wynikaja za zwiazkéw
sinpsinf = % cos(p —0) — % cos(p + 0),
sinp cosf = % sin(p — 0) + % sin(p + ),
cos @ cos f = %cos(go—@)—i— %cos(g0+0). O

Podstawowa idea lezaca u podstaw teorii szeregéow Fouriera polega na uzyciu powyz-
szych zwiazkéw ortogonalnosci w celu wyrazenia dowolnej funkceji f okresowej o okresie 27
poprzez nieskonczony szereg sinusow i cosinusow tzn.

9) fx) ~ % + i (Am cosmz + By, sin m:c).
m=1

We wzorze tym symbol ~ oznacza odpowiednios¢. Bedziemy mogli go zastapié¢ przez réw-
nos$¢ jesli wykazemy, ze szereg po prawej stronie (9) jest rzeczywiscie zbiezny do f(x).

W celu wyznaczenia wspolczynnikéw A,,n € Ny pomndézmy obie strony (9) przez
cos nz, a nastepnie przecalkujmy obie strony po przedziale [—m]. Korzystajac ze zwiazkéw
ortogonalnoéci dostajemy

us

A ™
f(x) cosnxdzr ~ 70/ cos nxdx

—T
™

S s
+ Z (Am / cos mx cos nxdx + B, sin max sin nxdx)
m=1 -7

—T
:7TAn, nGNo.

Podobnie mnozac przez sin nz, catkujac po [—, 7] i korzystajac ze zwiazkéw ortogonalnosci
dostajemy

f(x)sinnxdr ~ 7B, n € N.

Definicja. Wspétczynnikami Fouriera funkcji okresowej f o okresie 27w nazywamy
liczby

1 s
A, =— f(x) cosnzdz, n=0,1,..
™ —Tr
(10) T
B, =— f(x)sinnxdz, n=12 ..
T

—T



Wspétezynniki Fouriera sa okreslone o ile powyzsze catki sa skonczone. Wystarczy
wiec zalozy¢, ze funkcja f jest catkowalna na przedziale [—m, 7| czyli, ze f € L'([—m, 7).
Warto zauwazy¢, ze jesli f jest parzysta (tzn. f(—z) = f(z)), to B,, = 0 dla n € N oraz
jesli f jest nieparzysta (tzn. f(—z) = —f(x)), to A, =0 dlan € Ny.

Przyklad 2. Niech f bedzie okresowa o okresie 27 oraz

f(x):{l dla0 <z <m,

-1 dla —7w<x<0.

Wéwezas A,, = 0 dla n € Ny oraz

B 2 (T dp — 0 gdyn € 2N,
ne o 0 SIMALAL =1 4 gdy n € 2Ny + 1.

™ mn
Zatem
4 K sin(2k + 1)z
fla)~ > 2% + 1
k=0
4( . +sin3m+sin5x )
~ — | sinz

s 3 5

Zadanie. Wyznaczy¢ wspotczynniki Fouriera funkcji f okresowej o okresie 27 jesli
(2) f() = || dla 2 € (—, 7],
(b) f(z) =2%dlaz € (—n, 7).

Szeregi Fouriera wyraza si¢ czesto w postaci szeregdéw funkcji eksponencjalnych za-
miast szeregdw sinusow i cosinuséw. W celu ich wprowadzenia przypomnijmy wzér Eulera

€Y =cosp+ising dla ¢ eR.

Stad dostajemy

cosp = %(ei‘p +e7'?),

: — __(plp _ o—lp )
sinp = — (e e %)
Zatem
F@) ~ 2 4 " (A cosna + By sinne)
)~ — », COS n
9 nx S1in nax
n=1
AO > An - ZBn inx An + ZBn —inx
(11) ~ ot nz_:l ( TR )
~ Z cneznw
n=—00



gdzie
Ag . _{(An—z'Bn)/2 dla n eN,

0= (A, +iB_,)/2 dla ne —N.

Korzystajac z (10) dostajemy

1 (7 -
(12) Cn = 5 f(x)e " dx, n € 2.

— T

Zatem jesli f : R — R, to c_, = ¢,, dla n € Z. Zauwazmy jeszcze, ze funkcje eksponen-
cjalne spelniaja nastepujacy zwiazek ortogonalnodci:

1 ™

2 ),

1 gdy m =n,

(13) 0 gdy m # m.

eIMT T o — 5m,n — {

Na zakonczenie tego punktu wykazemy, ze wspotczynniki Fouriera spetniaja nastepujaca
nieré6wnosc.

Lemat 3 (Nieréwnosci Bessela). Jesli f jest funkcjq okresowq o okresie 21 oraz f €
LY N L3([—m, 7)), to jej wspotczynniki Fouriera ¢, spetniajg nieréwnodé

(14 > fel < o [ 5@,

natomiast wspotczynniki A, , B, spelniajg

™

1 R 1
1 —Apl?2 + = A, |12 + | B,|? <—/ 2dz.
(15) A0+ 32 (Al +1Bul’) < 52 | If(@)fPda

n=1

Dowéd. Dla ustalonego N € N oznaczmy

N
Sn(x) = Z cpe” T
n=—N

Wobwecezas

0< /W (f(z) — Sy () dz

= ' f(z)dx — 2 ' f(o:)S]\;(:B)das—}—/7T S% (z)dx.

Ale wobec definicji Sy oraz (12)

N w

_ﬁ f(x)Sn(z)dx = Z cn/

n=—N -7

N
f(z)e™ " dx = 27 Z 2
n=—N



oraz wobec zwiazkéw ortogonalnosci (13)

x N
S% (x d.:c—/ Z cne” ) Z Cme” ™) da
- — m=—N
N N N
Z Z cncm/ e INTeTIMT 0 — O Z ci.
—N m=— n=—N

Zatem

—Tr

OS/Tr (f(a:)—SN(x))Qd:c: _ﬁ f?(x)dr — 27 Z 2.

Poniewaz N € N byto dowolne dostajemy (14).
W celu uzasadnienia nier6wnosci (15) wystarczy zauwazy¢, ze

|Ao|? = 4|co|® oraz |An|* +|Bul* =2(Jcal® + Jc—n]?) dla neN. O

Whiosek 1. Jedli f € L' N L?([—n, 7)), to szeregi S oo, |An|?, 320°, |Bn|? oraz
S len|? sa zbiezne.

3. Zbiezno$¢ punktowa szeregé6w Fouriera.

Do tej pory okreslilismy odpowiednio$¢ pomiedzy funkcjami okresowymi o okresie 2,
a ich szeregami Fouriera. Naturalnym pytaniem jest czy otrzymane szeregi sa zbiezne oraz
jesli tak to w jakim sensie i jaki jest zwiazek ich granicy z wyjéciowa funkcja.

Definicja. (Zbieznos¢ punktowa funkcji.) Niech bedzie dany ciag funkeyjny {fn}, N
funkcji okreslonych w otoczeniu punktu & € R. Méwimy, ze szereg funkeyjny Y -, fn, jest
zbiezny punktowo w punkcie Z jesli jest zbiezny szereg liczbowy > 7 | fn(2). W przeciw-
nym wypadku, méwimy, ze szereg funkcyjny Y - | f, jest rozbiezny w z.

Przyktady.

3. Szereg potegowy Y -, " jest zbiezny punktowo w & wtedy i tylko wtedy, gdy
|z] < 1.

4. Szereg > | € jest zbiezny punktowo dla kazdego & € R.

5. Szereg Y -, CBRE jest rozbiezny dla & = 2kw, k € Z. Pbézniej przekonamy sig, ze
jest on zbiezny dla pozostalych wartosci .

Okazuje sig, ze istnieja funkcje okresowe ciagle, dla ktérych szereg Fouriera jest roz-
biezny w gestym zbiorze punktéw z, a nawet takie, dla ktérych jest on rozbiezny dla
kazdego & € R. Tym nie mniej dla szerokiej klasy funkcji ich szeregi Fouriera sa zbiezne.
Taka klasa funkcji sa funkcje kawatkami zbiezne.

Definicja. Méwimy, ze funkcja f ma nieciggltos¢ skokowa w punkcie z jesli istniejag
granice jednostronne

lim __ f(z) =: f(z7), lim f(z) = f(2")

r—T,x<T T—I,x>T



lecz f(£7) # f(27).

Uwaga. Jedli granice jednostronne istnieja i sg sobie réwne, to po przedefiniowaniu
wartosci funkeji funkcji w z otrzymamy funkcje ciaglta w .

Przyktad 6. Niech

_ )z dla 2 #0,
/(@) {O dla z=0.

Wowczas f jest nieciagta w 0 lecz poniewaz lim,_,¢ <o f(2) = 1 = lim,_0 250 f(2), wiec
ktadac f(0) = 1 zamiast f(0) = 0 dostajemy funkcje ciagta.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f jest kawalkami ciggla w ograniczonym przedziale
(a,b) C R jedli jest ona ciagla poza skonczona iloscia punktéow, w ktérych ma ona skokowe
nieciaglodci oraz jedli istnieja granice lim, ., f(x) i lim,_p f(x).

Moéwimy, ze funkcja f jest kawalkami gladka w ograniczonym przedziale (a,b) jesli jest
ona kawaltkami cigglta w (a,b) oraz jej pochodna f’ istnieje poza skonczona liczba punktéw
przedziatu (a,b) i jest kawalkami ciagla.

Moéwimy, ze funkcja f jest kawalkami ciagla (odpowiednio kawalkami gladka) na R je-
Sli jest ona kawalkami ciagla (odpowiednio kawalkami gladka) na kazdym ograniczonym
przedziale.

Uwaga. Jesli f i g sa kawalkami ciagle (gltadkie) to ¢1 f+cog oraz fg sa tez kawatkami
ciagte (gladkie).

Mozemy teraz sformutowac¢ twierdzenie o zbieznosci punktowej szeregéw Fouriera.

Twierdzenie 1. Jesli f jest funkcjq okresowq o okresie 2w, kawatkami gladkq na R,
to jej szereqg Fouriera jest zbiezny punktowo dla kazdego x € R przy czym

f(x) jesli f jest ciggla w x,
1o ESESIED

o0
0 : _
543 (o + By ) -

jesli f jest mieciggla w x.

Dowdd. Oznaczmy przez Sy f(x), N-ta sume czesciowa szeregu Fouriera funkcji f

N
Snf(x) = % + Z (An cosnx + B, sin nx) = Z cpetm®.
n=1 n=—N

Naszym celem jest wykazanie, ze Sy f(z) jest zbiezne do (f(z7) + f(zT))/2 gdy N — oo.
Poniewaz

1 " —in
on=e [ ey,
™ —T

9



wiec

N
1 " n(x—
Sl =g 3 [ ey
— N — T
_ i Z zn(y :c)dy
27r ~v -

N T+x )
- % _Z /—7r+x f(x " S)dngdg

=i—§j o+ €)eed

N—’ﬂ'

gdyz calka funkcji okresowej po odcinku dlugoéci pelnego okresu nie zalezy od polozenia
tego odcinka. Zatem

us

(17) Snf(x) = i f(z +&)Dn(&)dE,
gdzie

1 L
(18) Dn(§) = o et

jest jadrem Dirichleta. Przedstawimy teraz jadro Dirichleta w bardziej dogodnej postaci.

1 2N
D(e) = 5o MY eiks
k=0

1 _iNe 612(2N+1)§ -1

(19) 97 e — 1
1 @i(N+DE _ —iNE  ,—it/2
T et -1 CeiE/2
1 sin(IV+1/2)¢
27 sin&/2

Posta¢ ta umozliwia naszkicowanie wykresu jadra Dirichleta Dy. Zauwazmy rowniez, ze
ze wzoru (18) dostajemy

DN(f):—‘F—Z( TIng 4 eint) = — —Zcosn§

Stad

—T

" D(e)e = l/ Dy (€)dé =
10



Zatem

oraz wobec (17)

Snfx) —
0 T
- / (F(z +€) — f(z™)) Dn(€)de + /0 (Fz+€) — f(z™)) Dn(€)de.

—T

Naszym celem jest wykazanie, ze ta wielkosé¢ dazy do zera gdy N — oo. Dzigki (19) mozemy
prawa strone powyzszego wyrazenia zapisa¢ w postaci

o [ e (e e
gdzie -
) f(90+6§£)_—1f(95 ) dla —m<e<o,
9(§) = flx+&) — flzT) dla 0 <€ <.

et —1

Funkcja g ma taka sama klase gladkosci na odcinkach (—m,0) i (0, 7). Korzystajac z reguly
de "'Hospitala
fle+8) _ f'a7)

lim ¢g(¢) = lim

€0 e—o-  det 4]
. ffz+8 @)
glf& 9(&) = glf(glJr el q

Zatem g jest kawalkami ciaglta na [—m,7]. Z Wniosku z nieréwnosci Bessela wynika, ze
wspolezynniki Fouriera c¢,, funkcji g daza do zera. Zatem

o[ 9 (6“N+1)5 —e Nﬁ)dﬁ =c vty —cv—0  gdy N — oo
co konczy dowdd twierdzenia.

Whiosek 2. Jesli funkcje okresowe f i g o okresie 27 sa kawatkami gltadkie oraz maja
takie same wspotczynniki Fouriera to f = g poza punktami nieciggtosci.

Powyzsze twierdzenie umozliwia znalezienie sum pewnych szeregéw liczbowych.

Przyktady.
7. Szeregiem Fouriera funkcji okresowej o okresie 27 takiej, ze f(z) = sgnz dla |z| < 7

_Zsm (2k +1
2k+1

11

jest



Wstawiajac = 7/2 na podstawie Twierdzenia 1 dostajemy

— 2k+1 4

8. Szeregiem Fouriera funkcji okresowej o okresie 27 takiej, ze f(z) = |z| dla |z| < 7

jest
T 4i 082k+1
2 T (2k+1

Wstawiajac x = 0 dostajemy

oo

Z;_”_z
(2k+1)2 8

k=1

9. Szeregiem Fouriera funkcji okresowej o okresie 27 takiej, ze f(z) = 22 dla |z| < 7

jest
2 OO(—
— 44

CcCOosSnNx.

Wstawiajac x = 0 dostajemy
n 2

For e
5 .
— n 12

Whiosek 3. Korzystajac z Przyktadéw 6 i 7 mozna policzy¢ wartosé¢ funkeji (-Rie-
manna w punkcie ( = 2.

=1 = 1 = (=1D)" 72 7?2 7
) nz_:lrrﬂ ;(2k+1)2+§_:1 n? § 127 6

Nastepne twierdzenie wiaze wspotczynniki Fouriera funkcji ze wspélczynnikami Fo-
uriera jej pochodnej.

Twierdzenie 2. Zalozmy, Ze [ jest okresowa o okresie 2w, ciggla i kawatkami gladka.
Jesli Ay, By, i ¢, sq wspolczynnikami Fouriera f, to wspotczynnikami Fouriera jej pochod-
nej f' sq
(20) Al =n- By, Bl =-n-A,, c =1n - cp.

Dowéd. Jest jasne, ze f’ jest funkcja okresowa, kawatkami ciggla. Calkujac przez
czesci dostajemy dla n € Z

¢ = / f'(z)e "™ dx

_ _f( ) —inx . i f( )( —znm);dx

—T 27

_mn / f(x)e " dx = inc,.
2 ) _,

12



Podobnie wykazujemy wzory A/, =n- B, i B, = —n - A,.

7 Twierdzen 1 i 2 dostajemy
Whniosek 4. Jesli f jest funkcja ciagla o okresie 2w, kawatkami gladka oraz jej po-
chodna f’ jest kawalkami gtadka, to

f(x) jesli f/ jest cigglta w x,
f(z7) + /(=)

oo
(21) > (nBycosnx — nAy sinnz) =
=l 5 jesli f’ jest nieciagla w .

Twierdzenie 3. Zaloimy, Ze [ jest funkcjg kawatkami ciggla, okresowq o okresie 2.
Jesli cg = ffw fly)dy =0, to funkcja

F(z) = / " )y

jest ciggta, kawatkami gltadka, okresowa o okresie 2w oraz

F(x) = Ao + i <ﬂ sinnz — Bn cosnx)

2 n n
n=1
Cn
=C E :__ inT
0 + ine )
n#0
gdzie
Ap 1 (7
Co=—=— F(z)dx.
2 2 J_,

Dowdd. Jest jasne, ze F' jest funkcja ciagla i kawatkami gtadka. Ponadto, z zalozenia
ze ¢g = 0 wynika, ze F jest funkcja okresowg o okresie 27 gdyz

427 s
Fo+2m) - Fla)= [ fwdy= [ fdy=o.
X —T
Zatem na podstawie Twierdzenia 1, F' jest suma swojego szeregu Fouriera. Zwiazki pomie-
dzy wspotczynnikami Fouriera f i F' wynikajg z Twierdzenia 2. %

4. Zbiezno$¢ jednostajna szeregéw Fouriera.

W poprzednim rozdziale badaliSmy zbieznos¢ punktowa szeregéw Fouriera. Faktycz-
nie zbieznos¢ punktowa jest zbieznosScig staba, gdyz daje niewielka informacje o granicy.
Aby uzyskaé wieksza informacje o granicy wprowadza sie pojecia zbieznosci absolutnej i
jednostajne;j.

Definicja. Méwimy, ze szereg funkcyjny > | f, zbiezny punktowo do funkeji f(x)
jest zbiezny absolutnie jesli jest zbiezny punktowo szereg > o~ | fr(2)].
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Definicja. Méwimy, ze szereg funkeyjny > -, f,, jest zbiezny jednostajnie na zbiorze
S jesli

N
sup | f() = Y fulz)| = 0 gdy N — oo.
€S ne1

Przypomnijmy dwa twierdzenia z Analizy 1.

Twierdzenie (Kryterium Weierstrassa). Jesli |f,(x)| < M,, dlax € S in € N oraz
szereg liczbowy Y~ | M, jest zbiezny, to szereg funkcyjny > - | fn jest zbiezny absolutnie
1 jednostajnie na S.

Twierdzenie. Jesli szereg >~ | [ funkcji cigglych jest zbiezny jednostajnie za zbio-
rze zwartym K, to jego granica jest funkcjq cigglq na K.

Twierdzenie 4. Jesli f jest funkcjq ciggla, kawatkami gladkq, okresowq o okresie 2,
to jej szereqg Fouriera jest zbiezny do f absolutnie i jednostajnie na R.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze warunek Y - [A,| < oo 1 > 7 |B,| < oo jest
réwnowazny z warunkiem > o~ |c,| < co. Istotnie zachodza nieréwnosci |A4,| < |c,| +
le—nl, | Bn| < len|+c—n|i|cen| < |An|+|Bn|. Zatem wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla
szeregu Fouriera w postaci eksponencjalnej. Niech ¢,, beda wspétczynnikami Fouriera f, a
¢, wspélezynnikami Fouriera f/. Wéwcezas dla n # 0, ¢, = %C;L oraz stosujac nierownosé
Bessela dla f’

oo T

> laP <o [ 1 @lds<oc.

n=-—o00 -

Nastepnie stosujac nieréwno$¢ Cauchy-Schwartza

oo C/
D leal =leol + 3|2
n

n=-—00 n#0

1\1/2 1/2
<ol + (X =5) (D 1?) T <o

n#0 n#0

co konczy dowdd twierdzenia. &

Twierdzenie 5. Niech k € N. Jesli f € C*~D(R) oraz f*=1 jest funkcjq okresowq,
kawatkami gladkq, to wspotczynnikt Fouriera funkcji f spelniajg

o [oe) o
(22) Z In*A,|? < oo, Z In*B,|? < oo i Z Infe,|? < .
n=0 n=1

n=—oo

W szczegdlnosci n* A,, — 0,n*B,, — 0 gdy n — oo i nFe, — 0 gdy n — +oo.

Odwrotnie, jesli wspotczynniki Fouriera funkcji f spelniajq przy pewnym e > 0
In|"<le,| < oo dla n€Z, n#0
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lub
n*Te . max (|A,|, |Bn|) < 0o dla neN,
to f jest klasy C*~D(R).
Dowdd. Stosujac Twierdzenie 4 do funkeji f(*) dostajemy cﬁf) = (in)*c,. Nastepnie
korzystajac z nieréwnosci Bessela dostajemy pierwsza cze$é twierdzenia. W celu udowod-
nienia drugiej czedci zauwazmy, ze dla 0 < j <k —1

nle,| < C nl k¢ < .
D nden <CD inl

n#0 n#0

Zatem korzystajac z kryterium Weierstrassa wnioskujemy, ze szereg

Z (in)l cpe™™®
jest zbiezny absolutnie i jednostajnie dla j < k — 1. Zatem f € C*~D(R). &

5. Kryterium Abela.

Wielu przypadkach kryterium Weierstrassa nie mozna zastosowacé, pomimo, ze szereg
jest zbiezny jednostajnie. Typowym przyktadem takiej sytuacji jest szereg

o)
Z COSnNx
n .

n=1

Zachodzi oszacowanie @ < 1/n, lecz poniewaz szereg >, 1/n jest rozbiezny (dla-
czego?), wiec nie mozna stosowaé¢ kryterium Weierstrassa. Tym nie mniej powyzszy sze-
reg jest zbiezny jednostajnie na odcinkach nie zawierajacych catkowitej wielokrotnosci
2. Mozna ten fakt wykazac¢ stosujac kryterium Abela. Przed jego sformutowaniem wpro-
wadzmy definicje.

Definicja. Méwimy, ze szereg funkcyjny > -, f, jest jednostajnie ograniczony na
zbiorze S, jesli istnieje stala M < oo taka, ze dla kazdego n € N:

‘ifn(a:)‘gj\/[ dla z €.
n=1

Definicja. Ciag liczbowy {a,}, N nazywamy malejacym, jesli

a; 2 a3 2 ... 2 Qp = ...

oraz malejacym do zera, jesli ponadto

lim a, = 0.
n—oo
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Lemat 4 (Lemat Abela). Zalézmy, ze skoriczony cigg liczbowy {a,})_, jest malejqcy
oraz, ze istniejq stale 0 < m < M < oo takie, ze skoriczony cigg {b,}\_, spetnia

Wowczas
aim S a1b1 —+ a2b2 —+ ...+ CLNbN S alM.

Dowdd. Dla k = 1,..., M oznaczmy Sy = by + by + ... 4+ br.. Wowczas

a1b1 + G,ng + ...+ CLNbN
= a151 + CLQ(SQ — Sl) —+ ...+ aN(SN — SN—l)
(a1 — a2)S1 + (az —a3)Sa + ... + (any—1 —an)Sn—1 + anSn

> (a1 —az)m + (ag —az)m+ ...+ (any—1 — ay)m + aym
= aim.
Druga nieréwnos$¢ udowadniamy analogicznie. &

Lemat 5. Zaldimy, Ze cigg {a,}52, jest malejocy oraz, Ze istniejg stale 0 < m <
M < oo takie, Ze cigg {bn}52 1 spelnia dla kaZdego N € N warunek (23). Wéwczas, jesli
szereg Y anby, jest zbiezny, to

00
aym S Z anbn S alMa

n=1

oraz dla kazdego n € N zachodzi:

oo N
‘ § anbn_ § anbn

< an41(M —m).

Dowd6d. Pierwsza nieréwnosé jest wnioskiem z Lematu Abela po zastosowaniu przej-
Scia granicznego N — oo. Aby uzasadni¢ druga zauwazmy, ze

0o N 0o
Z anbn, — Z anb, = Z anbn.
n=1 n=1 n=N+1
Nastepnie, poniewaz dla kazdego p € N mamy
N+p
m < b, < M,
n=1



wiec
N+p
m—M < Z b, <M —m.
n=N+1

Zatem korzystajac z pierwszej nieréwnosci dostajemy

oo

Z anbn‘ <ant1(M —m). O

n=N+1

Lemat 6. Jesli cigg {a, }52, jest malejacy do zera oraz istniejg stale 0 < m < M < oo
takie, ze cigg {bn}22, spelnia dla kazdego N € N warunek (23), to szereg Y | anby, jest
zbiezny.

Dowédd. Dla k =1, ..., M oznaczmy Sy = by + by + ...+ bg. Wowcezas dla N € N mamy

Z anby, —anSy = (a1 —a2)S1 + ... + (ay—1 — an)SN-

Jesli N — oo, to suma po prawej stronie powyzszego wzoru jest bezwzglednie zbiezna,
gdyz wobec (23)

](al — a2)51| e ’(CLN_l — CLN)SN’
< (ag —ag)M + ...+ (any-1 —an)M = (a1 — an) M.

Zatem
o0

[o@)

—a, = )
Z l(an — ant1) Z —ap1)M =a M
n=1

Zachodzi rowniez
lanSn| =an|Sn| <anM — 0  gdy N — oo.

Stad dostajemy zbiezno$¢ szeregu

o0

Zan n — Z - an—l—l)‘sn- <>

n=1

Twierdzenie 6 (Kryterium Abela). Zaldimy, Ze sumy czeSciowe szeregu funkcyj-
nego ZZO:1 fn(x) sq jednostajnie ograniczone na odcinku I C R przez liczbe M < oc.
Wowczas, jesli cigg liczbowy {a,}22 maleje monotonicznie do zera, to szereg funkcyjny
S0 L anfn(z) jest zbieiny jednostajnie na I.
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Dowéd. Ustalmy & € I i polézmy b, = fn(x). Wéwezas ciagi {an} i {b,} spelniaja
zalozenia Lematu 6. Zatem szereg Y -, an fn(Z) jest zbiezny oraz dla kazdego n € N

‘Zanfn Zanfn ‘<aN+1~2M.

Ustalmy 0 > 0. Wéweczas istnieje stala Ny € N taka, ze ay41-2M < 6 dla N > Nj. Zatem
dla N Z No

Sk S )] <

Poniewaz Ny nie zalezy od wyboru punktu & € I oznacza to, ze szereg » -, an fn(x) jest
jednostajnie zbiezny na I. &

Whniosek 4. Dla dowolnego przedziatu domknietego I C (0, 27) szereg

o0
Z sin nx

n=1

jest zbiezny jednostajnie na I.

Dowdd. Stosujac wzor
2sin asin 3 = cos(a — 3) — cos(a + 3)
dostajemy dla N € N

231n%(sinx+sin2x+ +sinN:c)

2 2 2 2 2 2
x (2N + 1)z
= COS§ —COST

Czyli
cosz/2 —cos (2N + 1)x/2
2sinx/2 '

sinx +sin2x + ... +sin Nox =
Zatem na zwartym odcinku I C (0, 27) zachodzi
’ sinx +sin2x + ... + sinN:z:‘ < Isinz/2.

Stad wnioskujemy, ze szereg Y -, sinnz jest jednostajnie ograniczony na I. Kladac a,, =
1/n dostajemy teze wniosku. &
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6. Efekt Gibbsa.

Jesli funkcja f jest nieciagta w punkcie z, to jej szereg Fouriera nie moze by¢ jed-
nostajnie zbiezny do f w otoczeniu tego punktu. Faktycznie okazuje sie, ze w otoczeniu
punktu niecigglosci z funkcji f kawatkami gtadkiej jej szereg Fouriera jest o okoto 9% ro6z-
nicy |f(21)— f(27)| wiekszy lub mniejszy od wartosci f(2™1). Efekt ten nazywamy efektem
Gibbsa, ktory go zauwazyt w 1899 r. Zjawisko to ma znaczenie praktyczne, gdyz wynika
z niego, ze w otoczeniu punktu niecigglosci nie mozna dokladnie przedstawi¢ funkcji w
postaci jej szeregu Fouriera. Matematycznie opiszemy efekt Gibbsa na przyktadzie funkcji

m™T—X

2

fz) =

dla 0<x < 2m,

ktorej szeregiem Fouriera jest szereg sinusow

oo .
Z S1n nx
o .
n=1

We Wniosku 4 wykazaliSmy, ze szereg ten jest jednostajnie zbiezny na kazdym domknietym
przedziale I C (0, 27).

Lemat 7. Niech

Wowcezas

1 1 [T si 1
=t (e (S,(0) - w/2)) =~ [ S 5~ 0,050
T n—oo \0<z<w/n ™ Jo u 2

Dowéd. Ze wzoru (19) dostajemy

n

1 1
S (z) = ZCOS kx = §Dn(x) bt gdzie D, (z) =

sin(2n + 1)z /2

— sinx/2
Zatem
0 2sinu/2 2
¥ sin(2 Du/2
_ / sin@n+ Du/2 0w ()
0 u
2n+1)z/2 _:
:/ Slnudu+Wn(:1:),
0 u
gdzie
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* 1 1 x
n(x) = ——— — — | sin(2 Du/2du — —.
Wa(2) /0 <2 sinu/2 u> sin(2n + 1)u/2du 2

Korzystajac z reguty de I’'Hospitala mamy

_ 1 1 . u—2sinu/2 H) . 1 —cosu/2

lim (,———)zhm,— = lim —

u—0\28inu/2 u u—0 2usinu/2 u—0 2sinu/2 + ucosu,/2
(H) .. 2sinu/2

w0 2cosu/2 —u/2sinu/2 -

Zatem dla dowolnego € > 0 mozemy znalezé § > 0 taka, ze dla 0 < z < § zachodzi

Wo(z) < /O

2n+1)x/2 sinu T
/ du — = + €.
0 u 2

! Law+ 2 <
— — = - <e.
2sinu/2  w )

Stad dla 0 < x < §

™
{Sn_g‘ S

Zauwazmy, ze funkcja

przyjmuje maksymalna warto$¢ dla v = 7. Zatem dla n takich, ze w/n < § dostajemy

1 1 2n+1)z/2 _:
— max |S,(7) —7r/2‘ < — max ‘/ Y — I 46
T o0<z<rw/n T o<z<w/nl Jq u 2
1 S
< —(/ MUY — 3) Le~0,080 e O
T\ Jo U 2

7. Zbieznos¢ w 2.

Zbieznos¢ punktowa szeregéw Fouriera, aczkolwiek intuicyjnie jasna, faktycznie wigze
sie ze skomplikowanymi zjawiskami typu efektu Gibbsa, czy tez braku zbieznosci dla pew-
nych funkcji cigglych. Znacznie lepiej pod tym wzgledem zachowuje sie zbieznosé w L2,
w ktorej co prawda réznica pomiedzy Sy f oraz f w konkretnym punkcie moze byé¢ duza,
lecz catka z |Sy f(z) — f()|*> po odcinku [—m, 7] dazy do zera, gdy N — oo. Okazuje
sie, ze zbieznoé¢ w L? ma zastosowanie m.in. w cyfrowej obrébce obrazéw i w mechanice

kwantowe].
Definicja zbieznoéci w L? opiera sie na twierdzeniu o najmniejszych kwadratach.

Twierdzenie 7. Jesl cigg {g”}neN jest uktadem ortogonalnym funkcji na odcinku
I =[a,b] CR, to dla dowolnego ciggu liczbowego {an}, .N oraz N € N zachodzi nieréuwnoscé

N N
24 H - Cngn SH - angn )
(24) f ; 90 oy < | ; 2 -
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gdzie ¢y, ca, ... sq wspolczynnikami Fouriera funkcji f wzgledem ukladu {g,} tzn.

(25) o= " fa)gn(x)da /] 2 (@)da

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze {gn}, [y jest ortogonalny tzn.

b b
/ g2 (x)dx =1, / gn(z)gm(x)dz =0 dla n,m € N,n # m.

Wyrazajac tozsamoscé

/ab[f(m)_réangn( dm—/ (> ici—i—i n— an)?

n=1 n=1

w notacji normowej dostajemy

Hf anGn

Lz(})_”fHLQ(I) ZC +Z n = an)?

Zauwazmy, ze ostatni sktadnik jest nieujemny oraz réwny zero wtedy i tylko wtedy, gdy
a, = ¢, dla kaZdego n € N. Zatem

Hf CnGn

2
ey = MLz = ZC <Hf =

L2(1)’

co dowodzi (24) dla ukladu ortonormalnego. W ogélnej sytuacji Wystarczy zauwaZyé ze

jesli uktad {gn}, .y jest ortogonalny, to uktad {h,}, N, gdzie h, = gn/f g2 (z)dx, jest
ortonormalny. &

7 dowodu Twierdzenia 7 dostajemy:

Whiosek 5. Jesli {gn}, Ny Jjest ukladem ortonormalnym to

N 9 ) N
Hf - chgn L2(1) = Hf||L2(I) - 26721
n=1 n=1

Stosujac twierdzenie o najmniejszych kwadratach do uktadu trygonometrycznego do-
stajemy

Whiosek 6. Jesli A, B,, sq wspotczynnikami Fouriera funkcji f okresowej o okresie
27, to dla dowolnych statych Cp,n € Ny @ D,,,n € N zachodzi

-5+

|- (o

(An cosnx + B, sin n:c)) ‘

L2([=m,7])

M= 1=

(Cn cosnx + D,, sin na:)) ‘

L2([—m,m])

I
_

n
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Poniewaz wspétezynniki Fouriera ¢, wzgledem uktadu ortogonalnego {g,}, . mini-
malizuja warto$¢ wyrazenia

L2(n)’

N
RN(f) = Hf - chgn‘
n=1
wige ciag { RN (f)} v jest nierosnacy. Zatem istnieje jego granica

>0
L2(I)

N
lim Hf — Z Cnn
n=1

N—oo

Fakt ten stanowi stanowi podstawe definicji

Definicja. Méwimy, ze szereg Fouriera funkcji f wzgledem ukladu ortogonalnego
{gn},eN Jest zbiezny w L*(I) jesli

0.

N—oo LI

N
(26) lim £ =" cuga
n=1

Uktad {g”}neN nazywa sie zupelny jesli (26) zachodzi dla kazdej funkcji f ciagtej na I.

Mozna udowodnié, ze uktad trygonometryczny {1, cos nz,sinnz}, 1y oraz uktad eks-
ponencjalny {e""*} _» s zupelne na [—m,7].

Twierdzenie 8 (O jednoznacznodci). Jesli dwie funkcje ciggle majg te same wspol-
czynniki Fouriera wzgledem zupelnego uktadu ortogonalnego {gn}, cN» to sq one identyczne.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze jesli wspotczynniki Fouriera funkeji f ciaglej na [
sg rowne zeru to f = 0. W tym celu zauwazmy, ze jedli ¢,, = 0 dla n € N to dla kazdego
N € N mamy f — 22;1 Cngn = f. Wobec zupelnosci oznacza to, ze || f|/z2(;y = 0. Stad
poniewaz f? jest ciggla wnioskujemy, ze f2 =0, a wiec f = 0. &

Okazuje sig¢, ze dla zupelnego uktadu ortonormalnego nieréwnosé¢ Bessela staje sig
réwnoscia.
Twierdzenie 9 (Tozsamoé¢ Parsevala). Niech {gn}, N bedzie ukladem ortonormal-

nym na I = [a,b]. Wéwczas uklad {gn}, N jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
funkcji f cigglej (lub kawalkami cigglej) na I zachodzi

o0 b
2= fAa)de.
;C /a X )ax
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Dowdd. Na podstawie Wniosku 5 mamy

N b N
b3l - (f e 3

Jesli N — oo to zbiezno$¢ do zera jednej strony tej réwnosci implikuje zbieznos¢ do zera
drugiej strony. &

Whniosek 7. Dla dowolnej funkcji f okresowej o okresie 2w, kawatkams ciggtej zachodzi

1 [7 1 >
= Fx)de = §A§ +; (A2 + B2).

Przyktad 10. Niech f bedzie okresowa o okresie 27 taka, ze f(zr) = 7 — x dla
x € [0,27). Wéwczas A,, = 0 dla n € Ny oraz B,, = % dla n € N. Zatem na podstawie

Whniosku 7 mamy
oo

1 I 9 w2
— = —z)%de = —.
;TF I | (T oa)de =

8. Zastosowania szeregéw Fouriera.

I. Réwnanie ciepta.

Motywujac potrzebe szeregow Fouriera wyprowadziliSmy wzor na rozwiazanie pro-
blemu propagacji ciepta w precie o dtugosci . Jesli | = m, to kandydatem na rozwigzanie
problemu

Opu(t, ) = O2u(t, x),

u(0,z) = f(x),
u(t,0) =u(t,7) =0

zgodnie ze wzorami (7) i (8) jest
(27) u(t,z) = Z bpe™™ t sinna,
n=1
gdzie wspotezynniki b, spetniaja
(28) i by, sinnx = f(x) dla x € [0, 7).
n=1
Zatem jesli zalozymy, ze f jest ciagla, kawalkami gtadka na [0, 7] oraz f(0) = f(7) =0, to

(29) by, = 2 /7r f(x) sinnxde,
T Jo
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przy czym . |b,| < oo oraz szereg sinuséw (28) jest zbiezny jednostajnie na R do
funkcji bedacej okresowym przedtuzeniem funkcji nieparzystej

f(x dla0 <z <m,
(30) fi(z) = { _(fg_g;) dla —m <z <0.

Pozostaje mam jeszcze zbadaé zbieznos$¢ szeregu (27). Otdz, jesli |b,| < C < oo, to dla
t > ¢ > 0 mamy
2 2
’bne_" tsinn:z:‘ < (Ce ™E.

1 —n?e

Zauwazmy, ze e—n’e < 3. Zatem szereg Yo e jest zbiezny i z kryterium We-
ierstrassa wynika, ze szereg (27) jest zbiezny jednostajnie do funkcji u(t,x) ciaglej na
[e,00) x R. Wobec dowolnosci € > 0, u jest ciagta na (0,00) x R. Liczac pochodne czast-
kowe wzgledem ¢ oraz x, a nastepnie korzystajac z nieréwnosci

N
6—7126 S CN(%)
n4e
dla pewnej stalej Cny < oo wnioskujemy, ze szeregi pochodnych sa zbiezne do funkcji
cigglej. Zatem u € C>((0,00) x R).

Rozwazania analogiczne do powyzszych mozna przeprowadzi¢ dla probleméw

Owu(t,z) = 02ul(t, z),

u(0,z) = f(x),

U (t,0) = ug(t,m) =0
oraz

Ou(t,z) = O2u(t, z),

u(0,z) = f(x),
u(t,0) = u(t, ).

I1I. R6wnanie struny.

Drgania struny o dtugosci | = m i zaczepionych koncach sa opisane przez problem
poczatkowo-brzegowy

u(0,z) = f(z),
(31 w(0,2) = g(x),
u(t,0) = u(t,m) =0,

gdzie funkcje f i g sa dane i spelniaja warunki zgodnosci f(0) = f(7) = 0,9(0) = g(7) =
0. W celu rozwiazania tego problemy zastosujemy metode rozdzielania zmiennych. Czyli
szukamy rozwiazania w postaci u(t,x) = F(t)G(x). Wstawiajac do pierwszego réwnania
w (31) dostajemy

(32)



Drugie réownanie w (32) po uwzglednieniu warunkéw brzegowych przyjmuje postaé pro-

blemu
G"(x) = A\G(x),
G(0) =G(m) =0.
Problem ten ma nietrywialne rozwigzanie jedynie dla A = —n?,n € N. Wéwczas
G(z) = Gp(x) = Cp sinna.
Teraz dla A = —n?,n € N pierwsze réwnanie w (32) przyjmuje postaé

F"(t) = —n*F(t).
Rozwigzaniem ogélnym tego rownania jest
F,(z) = A, cosnt + By, sinnt.
Zatem dla kazdego n € N funkcja
Up(t,x) = (An cosnt + B,, sin nt) sin nx
spelia

{ﬁfu(t,x) = O2u(t, x),
u(t,0) = u(t,m) = 0.

Poniewaz réwnanie struny jest liniowe suma funkcji u,, rowniez spetnia powyzszy problem
(takze suma nieskonczona, o ile jest ona zbiezna). Zatem ogdlne rozwiazanie jest dane przez

(33) u(t,x) = Z (A;, cosnt + By, sinnt) sin na.
n=1

Trzeba jeszcze dobraé¢ wspétezynniki A,,, B, tak, aby spelnione byly warunki poczatkowe
w (31) tzn. u(0,x) = f(z), ut(0,2) = g(x). Ot6z ktadac t = 0 w (33) dostajemy

u(0,2) = Z Ay sinnx = f(x).
n=1
Stad
2 [T )
(34) A, = —/ f(x)sinnxdz.
T Jo
Liczac pochodna u(t, z) wzgledem ¢ mamy

oo
uy(t,z) = Z ( — nA, sinnt + nB, cosnt) sinnz.

n=1
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Nastepnie kladac ¢ = 0 mamy

uy(0,z) = Z nBy, sinnx = g(x).

n=1
Stad
(35) B, = e g(x)sinnzdz.
™ Jo

Trzeba jeszcze zbadaé zbieznoéé szeregu (33). Ot6z, jesli funkcje f i g sa ciagle i kawatkami
gladkie, to szereg ten jest zbiezny. Tym nie mniej, aby funkcja u(t, ) spetniata réwnanie
Uy = Uz powinna ona posiadaé ciaglte drugie pochodne czastkowe. Zauwazmy, ze liczac
drugie pochodne czastkowe (33) wzgledem ¢ lub x pojawia si¢ czynnik n?, ktéry moze
uniemozliwi¢ zbiezno$¢ otrzymanego szeregu. Aby zagwarantowaé zbiezno$é szeregu na
drugie pochodne funkcji u mozna zatozyé, ze f € C3, g € C? oraz, ze f,f',f".q9,9",9"
znikaja w 0 i w . Wowcezas wspolezynniki A,,, B, spelniaja przy pewnym C < oo

C C
Al 1Bl S o
i szereg (33) mozna 2-krotnie rézniczkowaé wzgledem t oraz x.
Przyklad 11. Struna o dlugosci 7 zostala naciggnieta w srodku do wysokosci h, a
nastepnie puszczona. Wyznaczy¢ drgania tej struny.

Mamy do rozwigzania zagadnienie

Ofu(t, x) = OFu(t, ),

u(0,z) = f(x),
ut(0, ) = 0,
u(t,0) = u(t,m) =0,

gdzie

™

J@=\h-2 darp<z<r

Zgodnie ze wzorami (33)-(35) mamy B,, = 0 oraz

{% dla0 <z <7/2,

[o.@]
u(t,x) = E A, cosnxsinnz,

n=1
gdzie
2 U
dla n=2kkeN, An:—/ f(x)sinnzdx = 0,
T Jo

4 ["Pon
dla n=2k+1,k € N, A, =— —uaxsin(2k + 1)zdx
0

™ ™

8h 71'/2

— x sin nxdx
2
0

8h (—1)k
72 (2k +1)2
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Zatem
8h e~ (—=1)
a(t,e) = Sy~ (2D

2 = m COS(2]€ + ].)t SlIl(Qk' + 1).’11,

przy czym szereg jest zbiezny do funkcji ciaglej, lecz nie rézniczkowalnej. Faktycznie mozna
wykazacd, ze

u(t,z) = 5 (fl@ =) + flz +1)),

DN —

gdzie f jest okresowym przedtuzeniem f.
III. Funkcje harmoniczne w kole jednostkowym.

Rozwazmy problem Dirichleta dla kota jednostkowego

(36) Ozu(z,y) + Ogu(z,y) =0 dla (v,y) € D= {2?+y> <1},
u(z,y) = g(z,y) dla (z,y) € S = {22 +¢y> =1},

gdzie g jest dang funkcja na S. W celu rozwigzania tego problemu wyrazmy najpierw ope-
2 2

rator Laplace’a A = % + 88—y2 =02+ 65 we wspotrzednych biegunowych z = rcos g,y =

rsin . Ot6z jesli u(z,y) = v(r, @), to

v U L ou
— = cosp— +sinp—,
or ox oy
0% , 0%u L os 0%u + sin? 0%u
— =cos“ p— sin @ cos sin® o ~—,
or? Y or? peosy 0xdy v oy?
0
v _ —rsingp—u —I—rcoscp—u,
Dy Ox oy
@ — 7“2 sin2 @@ _ 27"2 sin(pcos(p a2u —+ 7"2 (:os2 QO@ — 7 COS cp% — rsin 90@.
0p? 0x? 0xdy oy? ox oy
Stad

0%v  10v 1 0%v
Au=—+-"— 4+ ———
or2  ror  r20p?

Oznaczmy g(p) = g(cos ¢, sin ). Wéwezas problem (36) we wspo6trzednych biegunowych
przybiera postac

r2

(37) %v(r, o) + 10,v(r, ) + i@iv(r, p)=0 dla 0<r<1,0<¢p <2m,
v(cos g, sin ) = g(p) dla 0< ¢ <27,

Stosujac metode rozdzielania stalych szukamy rozwiazania (37) w postaci



Po wstawieniu do (37) i rozdzieleniu zmiennych dostajemy

r2R"(r) +rR'(r) - D" ()
R(r) D(p)
B(0) = d(2r).

Zauwazmy, ze problem

{ " (p) + A®(p) =0,
o(0) = d(2n)

ma niezerowe rozwiazanie tylko wtedy, gdy A = n?, n € Ng. Wéwczas
D, (p) = A, cosng + By, sinng = cne™?.

Pozostaje mam rozwiazaé¢ rownanie

(38) r*R"(r) + rR'(r) — n*R(r) = 0.

Jest to rownanie Eulera, ktérego rozwiazania szukamy w postaci R(r) = r®. Po wstawieniu
do réwnania dostajemy

(a(a—1) +a—n*)r* =0.
Stad a? — n? = 0. Zatem rozwigzaniem ogdélnym (38) jest
R,(r)=apr" +b_p,r " gdy n €N,
Ro(r)=ap+bplnr gdy n=0.
Poniewaz szukamy rozwiazania ciagltego w zerze, wiec by =01 b_,, = 0 dla n € N. Zatem
[o.@]

(30) v(r,p) = Z cnr™em?

gdzie wspélezynniki ¢, wyliczamy z warunku brzegowego v(1, ¢) = g(¢p),

1 ™

:% -

g(0)e=™0qp.

Cn

Wstawiajac te wspolezynniki do (39) i sumujac po n € Z dostajemy wzér Poissona

0= | a0
= on ﬂ2—|—r2—2rcos(9—g0)g '
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Zadania.

1. Wykazaé, ze uklad {2 sinnz, L cosna} ¢N, Jjest ortonormalny na odcinku [—, ].

2. Znalez¢ szeregi Fouriera 2m-okresowych rozszerzen nastepujacych funkcji zdefiniowanych
na odcinku —7 < z < .

a) f(x) =

b) f(x) = |z[;

c) f(z) = =%

d) f(x) = sin? ;

e) f(z) = |Sinw|;

f) f(x) =", b€ R (szereg eksponent).

3. Wykazaé, ze

Zsmmzﬂ_m dla 0<z < 27
— n 2

4. Korzystajac z kryterium Abela wykazac, ze szereg
Y cosng
n=1 "

jest jednostajnie zbiezny na dowolnym domknietym odcinku I C (0, 27).

5. Znalez¢ sumy nastepujacych szeregow

S o (=)™
a) n; 21 b) n; v
c) n; n? 12’ d) n; 2y

6. Sprawdzi¢ czy dana funkcja okreslona na odcinku [—7, 7] jest ciaglta, kawalkami ciagta,
kawatkami gtadka.

a) f(z) = (sinz)"/?;
b) f(x) = (sin22)*?;

| (sinz)Y/® gdy =z <7/2,
¢) flw) = {Cos:c gdy = >m/2.
7. Znalezé maksymalne k € Ng U {oo} takie aby f € C*(R), gdzie

Q) J@) = 5% g

b) flz) =35l S5t

©) flx) = 1oL, Ot
8. Zmnalez¢ stale a,b, A, B, C takie aby funkcje go(z) = 1,91(2) = ax + b, go(x) = Az? +
Bx + C tworzyly uklad ortonormalny na odcinku [0, 1].

9. Znalezé najlepsza aproksymacje w normie L?([0, 7]) funkcji f(z) = = funkcjami postaci
a) ag + aj cosx + as cos 2x;
b) by sinx + by sin 2x;
c) acosx + bsinz.
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10*. Korzystajac z tozsamosci Parsevala policzy¢ sume szeregu » - n—&

11. Rozwiazaé¢ zagadnienie brzegowo-poczatkowe

2
Qu _ %, (t,z) € Ry x (0,1),

u(t,0) =u(t,1) =0, t=>0,

w0, 2) =2 —2?, 0<ax<l1.
Czy otrzymane rozwigzanie jest klasyczne? Wykazaé, ze

sup |u(t,r)] < Ce™* dla t>0.
z€[0,1]

12. Rozwiaza¢ metoda Fouriera zagadnienie mieszane dla réwnania struny
Ut = Uz W {(t,x):t>0,0<x <1},
u(0,z) =z —2* dla 0<z <1,
u(0,2) =0 dla 0 <z <1,
u(t,0) =u(t,1) =0 dla t>0.
Czy otrzymane rozwigzanie jest klasyczne?

13. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia mieszanego w R x (0,7)

Ut = Uge + cOStSIin,
u(0,z) =sin’z  dla 0<z <,
u(0,2) =sin®z  dla 0 <z <,
u(t,0) =u(t,m) =0 dla ¢t>0.
Czy otrzymane rozwiazanie jest klasyczne?

14. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a w prostokacie
(0,7) > (0, L)

%+%:07 (‘/Bay)e(ogﬂ')X(O,L),

u(0,y) = u(m,y) = 0,
u(z,0) = z(x —m), u(z,L)=0.

15. Znalez¢é rozwiazanie zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a w kole B(0,4) =
{(y) : 2° + 4 < 16}

O%u . 0%u _
a—xg‘f’w—oa ((Jj,y)EB(O,Zl),

u(4sinp,4cosp) = |singp|.
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